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11 Orga
· Schaut euch 3 Blue 1 Brown an

!

· Doch Linear Transformations direkt
!

↳ nächste Woche



2
. GA: Reflexion

· [3-5 Minuten
1
Rewind: Vorlesungen Woche 7

↳ Worum gings

↳...

· [10 Minuten] Ihr düft selbst TAs sein
!



3
. Priorisierte Whl

.

Einleitung: Least #Is

· Wenn wir ein overdetermined LSE (mehr Zeiten als Spalten) betrachten:

T =

G

ab
mit [A(s] -T], *- keine

so können wir mit Sicherheit sagen, das Jb mit Ax=b hat keine Lsg .

· hode kleinster A: Zumindest aber finden wir fü Ax +b ein * sodass

1 AX -b112 minimal!

=> Least Squares = Literally für ohne Lösung,
die besteAppration finden

A

Least Squares =Projektion

0·

·Gegeben
,

-

mit-b11minimal Das mit der kleinsten Nom IIAF-yll

· Esung
: Normal equations: = b auf (CA) projizieren

#A= A b LSE lösen!

# IMA
↳ falls A hat vollen rank: E = (ATA) "Ab

· Es gilt für jede Matrix A:

· (CA) = CCAAT)

· (CAT) = CCATA)

· rankA=rankAT =rank (AAT) = rank (ATA)



# Orthonormalbasis

· Orthogonale Basis: > = 0 mit kl #forthoga
· Orthonormale Basis: gonal und x x,

x) = 1

· Kronecker-Delta: falls *E-) i Orthonormal

# Gram-Schmidt

· Liefert zu einer Menge (. 4.
Vektoren eine Orthonormale Menge, die der Eben Raum aufspannen

⑧

&1 , ..., An Gram-Schmidt be, ..., bn

- ↳>I L. U.

-

orthonormal

=> A =[, ... ] a = [b , ..., b]
orthogonale Matrix

· Ablauf:

~

④ ⑳ ③ 2 ④

~
n
↑ ......

-> * 7->->

an

->

bi

->

bi
->

bia1 a
,"

Start
.

b= Ta =

ac
- <br ,ab =el
-

San, as3 (.u (a, normiert) as":
= proj (a) (b normiert)

Cas ohne be Richtung! ) {br, b2} Orthonormal
↳

orthogonal zu bi

· Allgemein: Man subtrahiert die Projektionen auf allen berechneten bj's, so ist b orthogonal zu allen bis .

5u =

au- janbiI
-

einzelne Projektion



Orthogonale Matrix

· Eine Matrix A ist orthogonal falls bzw .
AAT = ATA = I

↳ eine Orthogonale Matrix hat orthormale Spalten!

QR- Decomposition
·

Q ist eine Matrix mit orthonormalen Spalten

· R ist eine obere Dreiecksmatrix

· Gegeben: AfMX4 mit men,
Voller Rang

~
= /T!· Geacht: Q,

R mit A = QR

· Es gilt: VAeRmn Schmidt Q

wobei mit R = QTA = A= QR
.

· Daher folgt: ((A) = CCQ)

&
isjett

:



4. Recap: A7

· Eure Lösungen
· Bin Leider noch nicht dazu gekommen .



· Meine Lösung
⑧

as We know that if
V,
W are orthogonal ,

then for any ver, weW: V .w = 0 .

=> Case V
,W +0: => v and w are linearly independant

=> {v3 1Ew3 = 0

Case vfw, v
= 0 vw =

0

:= {V31Ew3 =

Case v
=

w =

0

:

=> {v3c{w3 = 203

Hence we get VnW = 203
.

b) We proof
V

is too subspace of RU:

Let vtV be arbitrary.

(i) oeV+:

o .v = 0 = o e
V

ciil Ex,
yevt (xxy) Elt

.

(X + y)v = xv + yv = 0 + 0 = 0

Ciiil FatR,
xeVt = (axIENt:

(ax(v = a(xv) = x .0 = 0

From (i), (ii), (iii) follows
V

is subspace of R".
1



5
5

Aufgaben
Linear Regression: Least Squares Anwendung

-
&
# DM

*

0 D

8
*

·

I

(i) Wir haben gegeben Punkte (X, y): (-2 ,01, (-1 ,2), (0 ,21, (1 , 1)

siil Wir wollen für jeden Punkt (Xi, yi) dass f(xi) = yi (f geht durch (Xi, yi)

=> Gleichungen aufstellen: f(xi) = Yi bzw. mxitn = yi

m( - 2) + n = 0

m ( - 1) + n = 2 I
m (0) + n = 2 3 Ac = b S=(2)
m(1) + n = 1 Das LSE hat natürlich keine

-

(iiil Lösen mit Normalgleichungen:
-

↳g da es unmöglich ist fürf jeden
-

Punkt zu schneiden!
Wir approximieren!

Mit = sodass llA-bll -> min ↑



=> ATAc = Ab ↑
-- 2 101] =2 3 =[1]2L X Denkedaran:

· Ac = bist die perfekte

[ - ] x = [5] Lösung mit (IAc-bl= 0

↳ beim aufstellen des

Da rangA =
2

rang (ATA) = 2 und ATA invertierbar LSE denken wir also

noch gar nicht ans

(ATA)
-1

=deTA)[3]=[5]
approximieren.

24 - 4

=> x= [5] [5]

= [14] = [2]
=>

m =

,
n = E

=> f(x) = >x + E

· Btw: hätten wir jetzt g(x) = ax +ax+a, wobei ist eine Parabola
2

=> Mit (-2 ,01, (-1 ,2), (0 ,2), (1 , 1)

=>
a , ( - 22 +

a .(
- 2) +

a
= 0

a) - 1)2 + a) - 1) +
a

= 2
4

a> 02 +
9 (0) +

d
= 2 3 Ac = b· ( =)(ä)=)

az(1)2 + (1) + do = 1



↳ Gram-Schmidt

Gegeben folgende Basis A von UfIR mit A = E(* ), (6) 3 .

# Visuell ist Allgemein,
nicht

für das Beispiel ...

az

&sucht: Orthonormalbasis B = E br, 62 3

um ↳
->

an

Lung: Gram-Schmidt

· =>
be

② T =

au - bj ,akbi =

an - bj ,ab

(Spick)

#ab= (c) - (() , (2) - () #
= (2) - (2 + o + =( )
= (c) - (5) = E)

-

·-....
I

Az 6 52/
-

=> Orthonormale Basis von U ist B = 2) ), (



G
·

Linear Transformations

· Für jede Lineare Abbildungen F:X - gibt es eine Matrix A und andersrum
!

F: R3 -> R2 A -> R2x3
E

F((, ) = [2] A. [ ] = [2]

A = [19]

· Daher gilt für die Matrix:

=All
--

#
X = R3

Y= R2
-

-O -* O- A F
-

--

·

Sagen wir A: R3 - R3 und A erreicht 2 Dimensionen (din (ImA = ((Al) = 2)

↳ wir haben:



X = R3 Y= R3

-

- --- S
ImA = (CA)O oF OEE

↳ wir bemerken:

· A erreicht 2 Dimensionen, die (ImA) = die (CA) = 2

· A verliert 1 Dimension
!

↳ das heißt für jedes be ImA: wir haben eine 1-Din. Menge die auf babbildet
!

-b-&
·~O ⑩-
- ·

bl

↳ daher hat Ax = b E
eine 1-Dim. Lösung fü alle be ImA

keine Lösung Für alle b ImA

↳ daher hat Ax = 0 auch eine 1-Dim Lösung da Ot ImA!

-Kert= -G- oO A ONCA)- E -

-

↳ daher gibt die (NCA) =

1 die Din. die wir verlieren und es gilt: L
=

Xp +
Lo

- *

partikulär alle

von Ax= b spezielle Isgn
Ax= 0

↳ daher gilt wenn AlRM
*

n, A: R - RM

-dim(CCAll + die (NCAl
~

v1
dim (NCA)) = n - r



7. Nächste Woche (9)

· Moore-Penrose Inverse

·

Linear Transformations

(· Determinanten ( # maybe



8
. Quiz

· Kahoot
.

it
!


